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opérateur qui, appliqué itérativement sur un objet discret,
définit une suite d’objets discrets qui tend vers un objet continu.
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“Il s’agit d’une B-spline quadratique !”

– Robin Forrest et Rich Riesenfeld
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∑
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∑
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c2 c3
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c2 c3
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

uniforme : ti+1 − ti = 1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

uniforme : ti+1 − ti = 1

63 4 521

1
B1,0 B2,0 B3,0 B4,0 B5,0

3 421 65

1
B1,1 B2,1 B3,1 B4,1

1 65432

1

0

B2 B1,2 B2,2 B3,2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

uniforme : ti+1 − ti = 1

Bi,0(t) = B0(t − i)

Bi,1(t) = B1(t − i)

Bi,2(t) = B2(t − i)

63 4 521

1

0

B5,0B4,0B3,0B2,0B1,0B0

2 3 5 61 4

1
B1,1 B2,1 B3,1 B4,1

0

B1

1 65432

1
B1,2 B2,2 B3,2

0

B2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

Si espace des paramètres de dimension 1,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R dans R
par k ≥ 1 directions vi ∈ R
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

Si espace des paramètres de dimension 1,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R dans R
par k ≥ 1 directions vi ∈ R

Elle est également B-spline uniforme si vi = e1 et alors
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

Si espace des paramètres de dimension 1,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R dans R
par k ≥ 1 directions vi ∈ R

Elle est également B-spline uniforme si vi = e1 et alors

B(t |v1) :=

{
1 si t ∈ [v1][0,1[
0 sinon

B(t |e1) = B0
0

1

v1 = e1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

Si espace des paramètres de dimension 1,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R dans R
par k ≥ 1 directions vi ∈ R

Elle est également B-spline uniforme si vi = e1 et alors

B(t |v1) :=

{
1 si t ∈ [v1][0,1[
0 sinon

B(t |v1 . . . vk ) :=

∫ 1

0
B(t − τvk |v1 . . . vk−1)dτ

B(t |e1e1) = B1
0

1

v1 = e1 v2 = e1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : une Box-spline particulière

Si espace des paramètres de dimension 1,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R dans R
par k ≥ 1 directions vi ∈ R

Elle est également B-spline uniforme si vi = e1 et alors

B(t |v1) :=

{
1 si t ∈ [v1][0,1[
0 sinon

B(t |v1 . . . vk ) :=

∫ 1

0
B(t − τvk |v1 . . . vk−1)dτ

B(t |e1e1e1) = B2
0

1

v1 = e1 v2 = e1 v3 = e1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 1 ]
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 1 ]
[ 1 1 ]
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 ]1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 1 ]
1
2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 1 ]
1
2

1[ 2 ]11
2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 1 ]
1
2

1[ 2 ]1
1 2 1 ][1

2

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 1 ]
1
2

1[ ]13 31
2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

B-spline uniforme : combi. de translatés contractés

combinaison de translatés contractés :
∑

j ajB(2t−j)

d = 0

d = 1

d = 2

0

1
a0 = 1 a1 = 1

0

1 a2 = 1
2a0 = 1

2

a1 = 1

0

1 a1 = 3
4 a2 = 3

4

a3 = 1
4a0 = 1

4

1[ 1 ]

1[ 2 1 ]
1
2

1[
1
4 ]13 3
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nœuds pour la même B-spline

s1(t) =∑
i ciB0(t − i)

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4
c4

c1

c3
c2

s1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nœuds pour la même B-spline

s1(t) =∑
i ciB0(t − i)

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

c4
c1

c3
c2

s1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nœuds pour la même B-spline

s1(t) =∑
i ciB0(t − i)

s1(t) =∑
i diB0(2t − i)

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

31 2 4 5 6

1 d1

d3
d2

d4 d5 d6
d7

c4
c1

c3
c2

s1

d1

d3

d2

d5

d6

d7

d4

s1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nœuds pour la même B-spline

s1(t) =∑
i ciB0(t − i)

s1(t) =∑
i diB0(2t − i)

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

31 2 4 5 6

1

c2 c3
1
2 1

2
d4 = +

31 2 4 5 6

1

d4

c4
c1

c3
c2

s1

c4
c1

c2 c3
d4

d1

d3

d2

d5

d6

d7

d4

s1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Subdivision vers une B-spline uniforme

Doubler le nombre de nœuds pour la même B-spline

s1(t) =∑
i ciB0(t − i)

s1(t) =∑
i diB0(2t − i)

31 2 4 5 6

1

c2 c3

c1 c4

31 2 4 5 6

1

c2

1
2

1
2

1

31 2 4 5 6

1

d4d3
d2

c4
c1

c3
c2

s1

c4
c1

c2 c3
d4

d2
d3

d1

d3

d2

d5

d6

d7

d4

s1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque arête
taille masque pair : dual
corner cutting
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque arête
taille masque pair : dual
corner cutting

d = 1 : primal
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque arête
taille masque pair : dual
corner cutting

d = 1 : primal

d = 2 : dual
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque arête
taille masque pair : dual
corner cutting

2. subdivision géométrique
appliquer le masque

d = 1 : primal
1

1
2

1
2

11
2

1
2

d = 2 : dual
1
4

1
4

3
4

3
4 1

4 3
4

1
4

3
4
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Implantation en subd. topologique + géométrique

1. subdivision topologique
taille masque impair : primal
insérer un nouveau sommet pour
chaque arête
taille masque pair : dual
corner cutting

2. subdivision géométrique
appliquer le masque

d = 2 : Chaikin !

d = 1 : primal
1

1
2

1
2

11
2

1
2

d = 2 : dual
1
4

1
4

3
4

3
4 1

4 3
4

1
4

3
4
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial d = 2
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial

2. Construire le masque avec d + 1
flèches

d = 2

1[
1
4 ]13 3
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial

2. Construire le masque avec d + 1
flèches

3. Implanter en topo. + géo. selon
schéma primal/dual

d = 2

1[
1
4 ]13 3

1
4

1
4

3
4

3
4 1

4 3
4

1
4

3
4

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Recette

1. Choisir un degré polynomial

2. Construire le masque avec d + 1
flèches

3. Implanter en topo. + géo. selon
schéma primal/dual

d = 2

1[
1
4 ]13 3

1
4

1
4

3
4

3
4 1

4 3
4

1
4

3
4

Un schéma de subdivision qui tend vers une courbe
polynomiale par morceaux de degré d , ce continuité Cd−1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Plan
1 Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
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Converge-t-il ? Vers quelle régularité ?
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idée générale : montrer que ‖∆ci‖ := ‖ci+1 − ci‖ → 0
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idée générale : montrer que ‖∆ci‖ := ‖ci+1 − ci‖ → 0

polynôme de Laurent du masque : a(z) :=
∑

i aiz i

{∆ci} suit également un schéma de subdivision de
masque

q(z) =
a(z)

1 + z
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idée générale : montrer que ‖∆ci‖ := ‖ci+1 − ci‖ → 0

polynôme de Laurent du masque : a(z) :=
∑

i aiz i

{∆ci} suit également un schéma de subdivision de
masque

q(z) =
a(z)

1 + z

Le schéma initial Sa est convergeant ssi
le schéma aux différences Sq est contractant.

ssi il existe L ∈ N∗ tq ‖SL
q‖∞ < 1

En pratique : on se contente de regarder pour
L = 1 . . . 5 ou 10

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

Etude de convergence : conditions suffisantes

Le 4-point scheme est convergent :

a(z) = − 1
16

z−3 + 0z−2 +
9
16

z−1 + 1 +
9

16
z + 0z2 − 1

16
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∑
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Etude de convergence : conditions suffisantes
Vers quelle régularité ?

Si a(z) = (1+z)m

2m b(z) et si Sb est convergent
alors Sa converge vers une fonction Cm.
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Schémas non-uniformes

au sein d’une même étape de subdivision
les règles diffèrent entre les sommets

exemple : partir d’une B-spline non-uniforme et insérer un
nœud au milieu de chaque intervalle.

permet de modéliser NURBS (CAGD)

1980 - Algorithmes de Boehm ou d’Oslo : pour insérer un
seul nœud dans une B-spline non-uniforme

2009 - [Schaefer et Goldman, 2009] et
[Cashman et al., 2009] algorithmes en refine-and-smooth :
pour insérer au plus un nœud dans tous les intervalles.
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Implantation en refine-and-smooth

Cas uniforme : algorithme de Lane-Riesenfeld (1980)
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smooth

primal

c̃i = 1
2 (ci + ci+1)
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smooth

c̄i = 1
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Schémas non-stationnaires

le masque a dépend du pas de subdivision

pour modéliser des fonctions exponentielles (cercles)

etude de convergence peut se faire par proximité
(asymptotique) avec un schéma stationnaire
[Dyn et Levin, 1995].
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Schémas ni stationnaire, ni uniformes
Cutting corners de de Rham :

Cutting corners always works [de Boor, 1987]

Schémas non-linéaires :
choisir, pour chaque nouveau sommet, une règle parmi un
ensemble pré-défini
étude de convergence : montrer que, quels que soient les
choix successifs adoptés, le schéma aux différences est
contractant [Cohen et al., 2003]
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Essentially Non-Oscillatory interpolation [Harten et al., 1987]
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3 Un outil pour construire de multiples résolutions
Synthèse Multirésolution sans détails
Prédicteur dans un Schéma Lifting
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Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des paramètres de dimension 2,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R2 dans R
par k ≥ 2 directions vi ∈ R2 tels que (v1, v2) en est une
base
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Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des paramètres de dimension 2,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R2 dans R
par k ≥ 2 directions vi ∈ R2 tels que v1 = e1, v2 = e2, et
vi ∈ Z2
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Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des paramètres de dimension 2,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R2 dans R
par k ≥ 2 directions vi ∈ R2 tels que v1 = e1, v2 = e2, et
vi ∈ Z2

B(t |v1v2) :=

{
1 si t ∈ [v1, v2][0,1[
0 sinon
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Box-splines surfaciques pour la subdivision

Si espace des paramètres de dimension 2,
une Box-spline B(t |v1 . . . vk ) est définie

de R2 dans R
par k ≥ 2 directions vi ∈ R2 tels que v1 = e1, v2 = e2, et
vi ∈ Z2

B(t |v1v2) :=

{
1 si t ∈ [v1, v2][0,1[
0 sinon

B(t |v1v2 . . . vk ) :=

∫ 1

0
B(t − τvk |v1 . . . vk−1)dτ

B(x |v1 · · · vk ) est de continuité Cr si tout sous-ensemble de
{v1, . . . , vk} obtenu en enlevant r + 1 directions est une base
de R2.
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Box-splines surfaciques pour la subdivision

B-splines uniformes : vi ∈ {e1,e2}
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Maillage non régulier

Subdivision topologique : possible
Subdivision géométrique : comment appliquer les
masques ?

sommet de
valence 5
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Historique

[Catmull et Clark, 1978] règles extraordinaires pour
B-spline bicubique (4e1,4e2), et B-spline biquadratique
(3e1,3e2)
[Doo et Sabin, 1978] étude du comportement autour du
SE des schémas précédents⇒ meilleures règles pour le
bi-quadratique : 1er tuning
[Ball et Storry, 1988] conditions nécessaires pour
convergence des normales : pas tout à fait C1 encore !
[Reif, 1995] le bon formalisme fondé sur la géométrie
différentielle : CNS pour convergence vers C1

[Prautzsch, 1998] et [Zorin, 2000] indépendamment CNS
pour convergence vers Ck
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Convergence Ck : idée générale

des anneaux réguliers imbriqués réduisant à chaque
itération la zone irrégulière
développement de Taylor à l’ordre k + 1 d’une
paramétrisation de la surface limite au voisinage du SE
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Convergence Ck : CNS théorique

R espace linéaire de fonctions
réelles Ck -continues définies sur
Ω = 3n × [0,1]2 → R

φ application linéaire sur R telle que
tout r ∈ R3 et φ(r) se joignent
continûment

r
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Convergence Ck : CNS théorique

Valeurs propres de φ : λ0, λ1, λ2 . . .
Fonctions propres de φ : φfi = λi fi

C0 : les anneaux convergent vers une constante
λ0 = 1 > λ1 et φq(r)→ f0p(r)

C1 : (carte caractéristique)
λ1 ≥ λ2 > λ3 et x = (f1, f2) régulière et injective

Ck : développement de Taylor à l’ordre k + 1 d’une
paramétrisation sur x

soit λi < λk
2 ;

soit λi a mêmes multiplicités algébriques et géométriques,
et fi ∈ span

{
f1
αf2

β |λα1 λ
β
2 = λi , (α, β) ∈ N2

}
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2 ;

soit λi a mêmes multiplicités algébriques et géométriques,
et fi ∈ span

{
f1
αf2

β |λα1 λ
β
2 = λi , (α, β) ∈ N2

}
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Matrice de
subdivision

P(q) = MP(q−1)
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subdivision

P(q) = MP(q−1)

valeur propre
de M = λi

Vi vecteur
propre de M
⇒ S∞Vi = fi
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Décomposition en éléments propres

M = VΛV−1

Mq = VΛqV−1

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

Discrétisation du développement de Taylor
V0 : position
V1, V2 : plan tangent
V3, V4, V5 : quadratique au-dessus du plan tangent
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.
.
.

.

.
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

M̃ω
M

0

∼

M̃0

M̃2

M̃1

M̃n−2

M̃n−1

0

λi valeur propre de
M̃ω

intérêt numérique

chaque cercle {Bi},
{Ci}, . . . interprété
comme un signal
discret périodique
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Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent

V3, V4, V5 :
quadratique
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent

V3, V4, V5 :
quadratique

1 : M̃0
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor
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i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent
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quadratique
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent

V3, V4, V5 :
quadratique

1 : M̃0

λ : M̃1, M̃n−1
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Un lien algorithmique entre discret et continu
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Construire de multiples résolutions
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Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent

V3, V4, V5 :
quadratique

1 : M̃0

λ : M̃1, M̃n−1

µ0 : M̃0
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

Discrétisation du développement de Taylor

P(q) =
∑

i

λq
i wiVi

V0 : position

V1, V2 : plan
tangent

V3, V4, V5 :
quadratique

1 : M̃0

λ : M̃1, M̃n−1

µ0 : M̃0

µ2 : M̃2, M̃n−2
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Convergence Ck : en pratique, condition nécessaire

M̃ω
∼

0

0

M

µ0

λ

µ2

µ2

λ

1

Conditions nécessaires
pour C2

1 > λ

µ0 = µ2 = λ2

µ0 > µ
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Plan
1 Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

2 Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyèdres de
contrôle quelconque

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

3 Un outil pour construire de multiples résolutions
Synthèse Multirésolution sans détails
Prédicteur dans un Schéma Lifting
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Rétro-conception

Principe

construire M = VΛV−1 à partir de V et Λ ad hoc

[Prautzsch, 1998]
stencil du SE uniquement
µ0 = µ2 < λ2

artefact : plat

[G. et al, 2010]
plus de stencils
µ0 = µ2 = λ2 (ronds dans l’eau)
µ2 6= µ0 = λ2 (par mélange de règles)
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Exemples de tuning
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Maillage original Surface subdivisée
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Surfaces limites

Schéma de Loop Rétro-conception
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Surfaces limites

Schéma de Loop Rétro-conception + mélange
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Courbure gaussienne (positive, négative)

Schéma de Loop Rétro-conception
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Courbure gaussienne (positive, négative)

Schéma de Loop Rétro-conception + mélange
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Isophotes

Schéma de Loop Rétro-conception
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Rétro-conception [G. et al, 2010]

Isophotes
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Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
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Optimisation

Principe
exprimer valeurs et vecteurs propres comme fonctions des
entrées des stencils/masque
minimiser une énergie dépendant de ces valeurs

[Barthe et Kobbelt, 2004]
objectif : se rapprocher des conditions nécessaires

[Augsdörfer et al., 2006]

objectif : minimiser des variations de courbure
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

Généraliser le refine-and-smooth de Riesenfeld

dual

refine smooth

primal

[Zorin et Schröder, 2001]
étape smooth : calcul de barycentre
C1 aux sommets extraordinaires
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Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Box-splines surfaciques
Etude au voisinage d’un sommet extraordinaire
Exemples de tuning
Généralisations

S’éloigner du cadre

non-stationnaire [Ginkel et Umlauf, 2006]
modifier régulièrement le polyèdre de contrôle au fil des
itérations afin d’éviter des voisinages hybrides

Guider la position des nouv. sommets avec une autre surface
[Levin, 2006] par un mélange
[Karciauskas et Peters, 2007] en échantillonnant la surface
guide

Changer la connectivité [Myles et Peters, 2009]

polar surface

C2 aux sommets
extraordinaires
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Plan
1 Un lien algorithmique entre discret et continu

Exemples historiques
B-splines
Généralisation I : autre masque
Généralisation II : non-stationnaire, non-uniforme

2 Un outil pour généraliser les Box-splines aux polyèdres de
contrôle quelconque

Box-splines surfaciques
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3 Un outil pour construire de multiples résolutions
Synthèse Multirésolution sans détails
Prédicteur dans un Schéma Lifting
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Autre subdivision topologique

4-8 scheme [Velho et Zorin, 2001]

C4, C1 aux sommets extraordinaires
2 étapes⇔ B(x |e1,e1,e2,e2,e1 + e2,e1 +
e2,e2 − e1,e2 − e1)

√
3 scheme [Kobbelt, 2000]
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Subdivision interpolante

Butterfly scheme [Dyn et al., 1990]

stencil des
sommets d’arêtes

−1 −1

1
16

2

2

88

−1 −1

pas de problème pour les
sommets extraordinaires
C1
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Schéma Lifting

Origines

[Sweldens, 1994] après les travaux de
[Lounsbery, 1994] sur l’anal. multires. sur les maillages quelc.
[Donoho, 1992] sur les transf. en ondelettes interpolantes

Principe
modélisation particulière d’une transformée en ondelettes qui :

construit des ondelettes de 2ème génération
(connectivité non régulière, nœuds non uniformes . . . )
la construction se fait dans le domaine spatial (et non
fréquentiel)
calculs en place : efficace (même pour ondelettes de
1ère génération)
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Schéma Lifting

Synthèse

∗A

CL2

P(0)

d (0)

mis à jour

P(1)CL1

anciens nœuds

nœudsnouveaux

Analyse

CL2

P(0)

d (0)

mis à jour

P(1)CL1

anciens nœuds
/A

nœudsnouveaux

On peut construire ainsi
notre propre schéma en
ajoutant des éléments à
notre guise.
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Schéma Lifting

Synthèse

∗A

CL2

P(0)

d (0)

mis à jour

P(1)CL1

anciens nœuds

nœudsnouveaux

U

Analyse

CL2

P(0)

d (0)

mis à jour

P(1)CL1

anciens nœuds
/A

nœudsnouveaux

U

On peut construire ainsi
notre propre schéma en
ajoutant des éléments à
notre guise.

Exemple : mise-à-jour pour
conserver la moyenne entre
anciens et nouveaux coeff.
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Subdivision : prédicteur pour Schéma Lifting

Condition sur le stencil du sommet extraordinaire

P(0)

P(1)CL1

∗A

CL2

nouveaux nœuds

mis à jour

nouveaux nœuds

anciens nœuds

Est-ce possible ?
interpolant : A = 1, CL2 = 0
non-interpolant : non en toute généralité, mais les
classiques oui (Loop, Catmull-Clark . . . )
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Conclusion

Comment construire un schéma de subdivision ?
Recette Box-spline (formalisme flèches)
Conditions suffisantes pour convergence pour zones
régulières (schéma aux différences contractant)
Conditions nécessaires pour voisinage d’un sommet
extraordinaire (analyse des éléments propres de la matrice
de subdivision)
Conditions pour l’utiliser comme prédicteur pour ondelettes
de 2ème génération

Ecole Jeunes Chercheurs en Informatique Mathématique Schémas de Subdivision



Un lien algorithmique entre discret et continu
Généraliser les Box-splines aux polyèdres de contrôle quelconques

Construire de multiples résolutions
Références

Synthèse Multirésolution sans détails
Prédicteur dans un Schéma Lifting

Conclusion

Actualités de la recherche
tuning (encore un peu)
schémas NON (linéaires, stationnaires, uniformes...)
en particulier pour analyse en ondelettes (pour
compression d’images . . . )
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